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Einleitung

1935 versuchten A. Einstein, B. Podolsky und N. Rosen die Uné&olisgkeit der
Quantentheorie nachzuweisen, vor dem Hintergund der philosophischen Frage des De-
terminismus [EPR35]. Damit setzten sie eine Diskussion in Gang, die nicht nur das
Weltbild der Physik grundlegend \@rderte, sondern inzwischen auch zu gelunge-
nen Experimenterithrte, die an Science fiction erinnern: Beamen, Teleportation eines
Teilchenzustands unaéhgig von der Lichtgeschwindigkeit.

Bekanntlich konnte sich A. Einstein nicht damit abfinden, dass im Allgemeinen
nur Ausageriiber den wahrscheinlichen Ausgang von Messungen an Quantensyste-
men gemacht werderdknen. Er glaubte, die Quantenmechaniksse ergnzt werden
durch eine umfassendere deterministische Theorie (D. Bohm étweefeine solche
Theorie,verborgener Variablen* aus). Um diese Unvdlsdigkeit zu beweisen, gehen
Einstein, Podolsky und Rosen im angegebenen Artikel von einer Definition physika-
lischer Realiit aus - im Sinne einer nur hinreichenden Bedingung -, der sicher die
meisten philosophischen Richtungen zustimmeénrien:,If, without in any way di-
sturbing a system, we can predict with certainty (i.e., with probability equal to unity)
the value of a physical quantity, then there exists an element of physical reality corre-
sponding to this physical quantity.”

Sie stellen ein Gedankenexperiment,antet us suppose that we have two systems,

I and 11, which we permit to interact from the timte= 0 to ¢t = 7', after which time we
suppose that there is no longer any interaction between the two parts.” Dann liegt ein
von von E. Schidinger so genannter verséhnikter Zustand vor.

Wie spater ausgefhrt werden wird, entsprechen in der Quantenmechairiiglim
che Messwerte den Eigenwerten eines selbstadjungierten Operators auf einem Hilbert-
raum. Seien nunq, a., ... die Eigenwertey, us, ... die entsprechenden Eigenfunktio-
nen eines Operators, einer Gb3e im System I. Ohne auf mathematische Einzelhei-
ten einzugehen, sei die Wellenfunktion des kombinierten Systems I+l - entsprechend
[EPR35, 779] - angegeben als

U1, 22) = Y o (@2)tty (1) (0.0.1)

Im Gedankenexperiment wird nun angenommen, dass der Werer GolRe

A gemessen wird. Nach dem von Neumannschen Messpostulat wird so
U(zy,29) ,reduziert’ zu op(x2)uk(xy), das 1. System wird somit durch
den Zustandsvektor:,, das zweite durch den Vektot), beschrieben. Will
man statt A eine GORe B mit den Eigenwertenb,,by,... messen, ent-
spricht dem die Entwicklung von¥ nach den Eigenfunktionenv,v,, ...



W1, m2) = D palw2)vs(21) (0.0.2)

Nach Messung des Wertgsgilt dann entsprecher(z;, x2) = ¢, (z2)v,(z1), das 2.
System wird durchp,. beschrieben. Die System | beschreibenden Funktiapen, in
(0.0.1) und (0.0.2) sind also maximal mit den System Il zadgefen,,, ¢ korreliert.

Es ist vorausgesetzt, dass es zum Zeitpunkt dieser alternativen Messungen an Sy-
stem | keine Interaktion zwischen beiden Systemen gibt. Daher kann sich das zweite
System durch die jeweilige Messung nichtaedert haben. So beschreiben danach die
beiden unterschiedlichen Wellenfunktiongp und ¢, die gleiche Realét. Am Bei-
spiel einer Impuls- bzw. Ortsmessung wird nachgewiesen,jasad ¢, Eigenfunk-
tionen zweier nicht kommutierender Operatoreibzw. () sein kdnnen. Als Ergebnis
einer Messung an Eigenfunktionen kann jedoch mit Sicherheit der entsprechende Ei-
genwert vorausgesagt werden. Nach dem Raaliriterium entspricht daher sowohl
P als auch) ein Element der physikalischen Reatit und zwar der gleichen.

Die Heisenbergsche Unsatierelation besagt nun, dass - wegen der Nicht-
Kommutativitt - die genaue Kenntnis détentsprechenden GR3e jegliche Kenntnis
uber@ ausschliel3t. Am Anfang des Artikels [EPR35, 778b] waren zw@éghi¢hkeiten
angegeben worden, dies zu interpretiergh) the quantum-mechanical description of
reality given by the wave function is not complete or (2) when the operators correspon-
ding to two physical quantities do not commute the two quantities cannot have simulta-
neous reality.” Die 2. Alternative wurde jetzt ausgeschlossen, wobei die Afodigikeit
der quantenmechanischen Beschreibung angenommen worden war. Der Widerspruch
beweist Alternative (1).

Einstein, Podolsky und Rosen stellen am Ende ihrer Argumentation noch einmal
eine wesentliche Voraussetzung ihres Beweises heraus. Die beiden Messungen ent-
sprechendd bzw. B kdnnen nicht gleichzeitig stattfinden, dahénken auchP und
(2 nicht simultan vorausgesagt werden. Diéste zu einer weiteren Bedinguniy f
ihre Realiit gemacht werden, abeifhis makes the reality oP and(@ depend upon
the process of measurement carried out on the first system, which does not disturb the
second system in any way. No reasonable definition of reality could be expected to
permit this.* So,unverninftig” ist auch das heutige Bild von Wirklichkeit nicht ge-
worden. Doch musste man die Annahme fallen lassen, dass eine Messung an | System
[l nicht stort.

Ein wichtiger Schritt dahin war der Beweidn a theory in which parameters are
added to quantum mechanics to determine the results of individual measurements,
without changing the statistical predictions, there must be a mechanism whereby the
setting of one measuring device can influence the reading of another instrument, ho-
wever remote.” Eine gleichzeitig kausale und lokale Theorie ist daher ausgeschlossen.
[Bel64, 195 u. 199]

Inzwischen besteht Konsens: Zwischen Teilchen in einem veiskten Zustand
gibt es eine Wechselwirkung, jedoch ist sie nicht wie etwa die elektromagnetische
Kraft durch Felder bzw. Partikel vermittelt. Daher ist sie auch nicht an die Lichtge-
schwindigkeit gebunden, also nichtlokal. Im Gedanken- wie bedingt auch im realen
Experiment spielt die Entfernung beider Teilstrahlen keine Rolle.

C. Bennett, G. Brassard u.a. beschrieben 1993'fE® einen Weg, um den dem
Gedankenexperiment zugrunde liegenden vegsidtien Zustand zur Informations-
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Ubertragung zu nutzen. Ihr Hauptbeispiel sind 2 S]pl'ﬁeilcher’r, die in einen,EPR-
Zustand? gebracht werden. Ein Teilchen befindet sich im Raumbereich einer Beob-
achterin Alice, der andere Teilstrahl im Bereich eines Beobachters Bob. Aticatm

nun einen Zustangly > eines weiteren Spig-Teilchens zu Boliibertrageri. Dazu

fuhrt sie eine gemeinsame Messung dieses Teilchens mit ihnrem Teil des EPR-Zustands
aus. Diese bewirkt einmal, dass ihr Zustdrd> zersbrt wird. Zum anderen nimmt
Bobs verschiainktes Teilchen augenblicklichdurch spukhafte Fernwirkung® (A. Ein-
stein) den Zustan¢ly > arf - jedoch in einer einfachen, reversiblen Transformation,

in diesem Fall der identischen oder einer Rotation des Spin unx-diey— oder
z—Achse. Dies Angt von Alice’s Messergebnis ab, welches sie Bob daher auf klassi-
schem Weg mitteilen muss (z.B. durch ein elektromagnetisches Signal). So ist das Ge-
setz der Unriglichkeit eines augenblicklichen Informationstransfers {BB, 1895]

nicht verletzt - und Einstein bélt letztlich doch recht, zwar nicht mit einem philo-
sophischen Argument, jedoch mit seined@ren physikalischen Leistung: der Relati-
vitatstheorie.

Moglichkeiten der Verallgemeinerung auf Systeme mit mehr als zwei Basis-
Zustinden werden schon in [B®3] erwahnt. In [FO01] wird zuachst ein idealisier-
tes Teleportationsmodellif Bosonen - also z.B. Photonen - eingiaft. AnschlielRend
wird es auf realistischere physikalische Situationen ausgeweitet: Einerseits wird der
Verlust von Energie eines Teilchenstrahls ibxsichtigt, andererseits di@umliche
Trennung von Alice und Bob explizit aufgenommen. Teleportationrike eine wich-
tige Rolle bei der Informatioribertragung in zulknftigen Quantencomputern spielen,
verschénkte Zusinde scheinen unabdingbdr die Realisierung logischer Gatter zu
sein. So wird in [FFOO01] und [Fic02] das Modell in einem weiteren Sinn gesehen als
Grundlage zur Darstellung maschineller (und menschlicher?) Prozesse der Informati-
onsverarbeitung. Auch physikalische Teleportation kann als ein solcher betrachtet wer-
den. In allen Rllen repésentieren 3 (zwathst als gleich vorausgesetzte) Hilb&ume
Input, inneren Zustand und Output des informationsverarbeitenden Systems.

Die Andeutungen der vigMtigen physikalischen Hintergnde und technischen
Mdaglichkeiten ndgen gefiger?, denn Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind im
Wesentlichen einige mathematische Grundlagen dieses Teleportationsmodells. Dabei
wird verallgemeinert mit dem Ziel, Anwendungeéglichkeiten auszuweiten, z.B. in
der Genetik.

17.B. Elektronen. Der Spin beeinflusst das Verhalten eines Teilchens in einem Magnetfeld. Aufgrund
von Analogien zum entsprechenden Begriff der klassischen Physik kann er als inneres Drehmoment
aufgefasst werden. Dieses ist quantisiert: Eine Messung in einer Raumrichtung ergibt einen von zwei
moglichen Werten.

2Das Einstein-Podolsky-Posen-Paradoxon wurde 1951 bzw. 1957 von D. Bohm sowie Y. Aharonov
am Beispiel eines Paars von Sp}nTeiIchen formuliert - vgl. [Pen91, 75], [Bel64, 195].

3Diesen Zustand muss sie nicht kennen, z.B. als Eigenzustand nach einer vorausgehenden Messung/
Praparation.

4In der Quantenphysik sind gleichartige Zuste ununterscheidbar, und das Wesentliche ist die
mathematische Form. Es wird also Information transportiert, keine Materie.

SEinen Uberblick bietet [CW97], insbesondere Kapitel 9 speziell zur Quanten-Teleportation, so-
wie auch [Deu01, 51ff.]. Die Bemerkungen hier wie im folgenden Text sollen meist nur an eventuell
Bekanntes erinnern oder die Neugier anregen. Sollten sie nicht ganz zutreffende Interpretationen sug-
gerieren, bitte ich dies einem - wenn auch seit langem an Quantentheorie interessierten - Mathematiker
nachzusehen.



Im Prozess der Genexpression wird DNA in RNA transkribiert, dann durch ein Ri-
bosom sequenziell gelesen und in Proteine translatiert. Ein Gen ist ein Abschnitt der
DNA/RNA, der fur ein Protein codiert. Buchstaben des Code sind die 4 Basen Adenin,
Guanin, Thymin (Uracil bei RNA) und Cytosin, ein Wort aus 3 Buchstaben (Triplet)
codiert fur eine der 20 Amind&uren, aus denen ein Protein aufgebaut ist. Bemerkens-
wert ist einerseits, dass mittels démunterschiedlichen Basen-Kombinationen (Worte)
genau 20 Aminasurer codiert werden. Bestimmte Mengen von Triplets codieren also
jeweils fur eine bestimmte Amin@sire. Bis vor kurzem glaubte man, dass sich diese
nicht-injektive Zuordnung nach einem festen Muster vollzieht. Inzwischen geht man
jedoch davon aus, dass es wiederum 2igliche Abbildungen aus der Menge der 64
Worte in die Menge der 20 Protein-Elemente gibt @inyig vonaulReren Faktoren wie
Art der Zelle und Alter).

Es existiert noch keine befriedigende Hypothese, wie sich dieser Prozess - insbe-
sondere die Translation - im einzelnen vollzieht und wie die Zahlenrelationen zustan-
de kommen. Diesedanten eventuell durch das verallgemeinerte Teleportationsmodell
erklart werden, und es ergibt sich eine Hypothese, weshalb ein Wort des genetischen
Code fir 20 unterschiedliche Aminasiren codierendgnnte. Allerdings muss die kon-
krete Zuordnungsvorschrift derzeit offen bleiben. So ist die vorliegende Arbeit in die-
ser Hinsicht als ein Spiel mit Denkmustern unddghchkeiten zu betrachten.

Fur die Betreuung der Arbeit achte ich mich herzlich bei Herrn Prof. RoByer
und Herrn Prof. K.-H. Fichtner bedanken, au3erdem bei Herrn B. Fotsiregrizelne
Korrekturen und Hinweise.

In der vorliegenden Fassung wurden einige kleinere Fehler korrigiert. Inhaltliche
Bedeutung hat nur, dasgrfdas Mal3. in Definition 1.3.2 des Fockmalf3es nicht mehr
der diskrete Fall (Zhlmal) zugelassen wurde.

%In bestimmten Situationen kann jedoch eine der 20 Anénecsn durch eine weitere ersetzt werden.
So wurde Kirzlich eine 22. in der Natur auftretende Amiaase entdeckt [HGFO02].
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Kapitel 1

Voraussetzungen aus
Quantenmechanik und
Quantenstochastik

1.1 5 Postulate

Postulat 1 Die allgemeine Struktur eines elementaren Quantensystems wird durch
einen geeigneten separablen komplexen Hilbertr&ibbeschrieben.

Ein Zustandsvektor f € H mit || f|| = 1 enttalt alle in einem bestimmten Zusam-
menhang interessierenden Informatioridrer ein einzelnes Teilchen. Beispiele sind:
Elektron im Atom, Polarisationsrichtung eines Photgi&aul3sches Wellenpaket* ei-
nes freien Teilchens (dieses bewegt sich ohne Einwirkung einer Kraft), oder auch (in
Naherung) harmonische Schwingungen eines MdekKno02, 3.4.1].

Dabei sind alle auf 1 normierten Zustandsvektoren eines eindimensionalen Unter-
raumsl/ aquivalent: sie liefern die gleichen - unter Postulat 3atkin - wesentlichen
GroRen Erwartungswert einer Observablen und Wahrscheinlichkeiten der einzelnen
Messwerte. Da die Elemente vohdie Formef (¢ € C,|¢| = 1) haben, kann man
auch sagen: EipPhasenfaktort = ¢ (p € R) spielt keine Rolle.

Die hier auftretenden Hilbedume haben die Form

Ly(, 3, 1) = {f : @ — C|f messbar [ |f(z)[du(z) < oo} (1.1.1)
Q
mit einem vollsindigen separablen metrischen Raume € ), § : c—Algebra der
Borel-Mengen au®, 1 : lokal endliches Mal3 aif. Genau genommen betrachtet man

den Quotientenraurh, (2, §, 1)/~ , wobeif ~ g, wennf = g u—fastuberall ist.
Ein Skalarprodukt ist definiert durch

<S> = [ Flgla) du(a) (112)
Q
Wie in der Physikiblich, wird es also als linear in der 2. Komponente angenommen.
Haufig in der Quantenmechanik verwendet wird der RalyiR™) als Ver-

vollstandigung von{f : R" — C| [ stetig, [;.|f(z)|?dz < oo}. Dieser Raum
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entspricht (1.1.1) mit dem Lebesgue-MaR. Eine Funktionay&*) beschreibt ein
einzelnes Teilchen in Aldngigkeit von 3 Raumkordinaten und der Zeit.

Ist 2 abzhlbar, so ist die Standard-Metrik die diskrete Mepik,y) = 1 — ¢,
(6., bezeichnet das KroneckersymboDa dannvz € Q,e < 1: U (x) = {z}, sind
die Einpunktmengen und damit alle Teilmengen vbaffen; die Borelsche-Algebra
§ ist die PotenzmengB((2). Ein Maf3 aufi(2, §] wird definiert durch

p(A) =I[A[ - (Aed) (1.1.3)

Wenn nicht anders e@hnt, wird fir abZAhlbares?2 immer dieses Zhlmal} sowie die
o-AlgebraP(2) vorausgesetzt und die abgekte Schreibweisé,(2) verwendet.

Fur das Thema dieser Arbeit wichtig sind endlichdimensionale Hildenhe7;
wenn nicht anders et@hnt, wird daher ein solcher Hilbertraum zugrunde gelegt. Wer-
den allgemeine Definitionen und Aussagen (insbesondere die Postulate) dadurch nicht
unrdtig kompliziert, wird jedochL,(£2) mit abZhlbarem2 bzw. isomorph dazu ein
beliebiger separabler Hilbertraum vorausgesetzt, oder es wird zumindest in Nebenbe-
merkungen darauf eingegangen.

Noch konkreter geht es umBlme von Quantenbit®Ubit-R &ume). Die zugrunde
liegende Menge ist nuR = {0,1}. 1 Qubit wird repésentiert durch ein Element
f € Ly(Q).2 Auf einfache Weise ist eine disjunkte Zerlegung on= A, + A, :=
{0} + {1} gegeben. Eine beliebige Funktign: 2 — C hat somit die Forny(z) =
2] 0 CiXa,(z) mitc; = f(j). Nach Definition des Integrals ist dann

/Qlf(fC)IQdM(HC) = Z [FG)P(A) = [FO)F + [f(1)F < o0

Dag = P(R), sind allef : O — C messbar, also
Ly(Q)=C%:={f . Q—C}=C (1.1.4)

Das Standard-Skalarprodukt @¥ ist mit dem Skalarprodukt vorfi, g € L,(92) ent-
sprechend (1.1.2) identisch:

<flo> = | F@aaduta) = - Fatin(4)

§=0

= 7(0)9(0) + F(D)g(1) (1.1.5)
=:T1Y1 + T2y

= <[z, 2] | [y1,y2] > mit (1, 2], [y1, y2] € c?

1§,y = 1furz = yundéd,, = 0furz # y.

2Daher und um den Zusammenhang mit dem allgemeinen mathematischen Rahmen der Quanten-
theorie herauszustellen, werden auch im endlichdimensionalen Fall Hillwertrals solche bezeichnet
und nicht als unire Vektorbume. Ebenso wird im Fall einer aéddbaren Mengé& nicht die fir Fol-
gend&ume ebenfalléibliche Notationy(2) verwendet.

3Physikalisch kanrf etwa den Spin eines Elektrons modellieren, oder die Polarisation eines Photons
in der Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung.
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Entsprechend argumentiert mair £ine beliebige endliche Menge Fur abzhl-
bares ist nafirlich

Ly(Q) ={f:Q@—C !Z\f(jW < oo} # C?

<flg>=> f(Nali)  (f.g€ La())

JEQ

(1.1.6)

Definition 1.1.1 (Vollstandige OrthonormalsystemégeiJ C N. Ein Systenty; )re s
von Elementen eines separablen Hilbertrautadheil3t orthogonal, wenf ¢ ()
und < |v;> = 0 furalle k,j € J, k # j. Es heil3t orthonormal, wenn daer
hinaus fir alle £ € J gilt < |~ >= 1. Ein Orthonormalsystem ist voléstdig,
wenn der Abschluss der lineareriihe lin (v, ), ., mit’H identisch ist. Es wird auch als
Orthonormalbasis bezeichnet. [KA82, 118]

Fur alle f € H existiert dann eine Folg@y)res, ¢ € C,sodasy =), ., eV
ist. IstJ = N, so istlin(y;)xes als endliche Summe nicht mit ihnrem Abschluss iden-
tisch.

Die orthogonale Standardbasis/in(£2), 2 C N wird hier notiert alg A ) e mit

Av(j) =0y (kjEQ) (1.1.7)

Mit <~ | f> = <] Z]EJ ¢;7; > = ¢, ergibt sich die Fourier-Entwicklung:

f= Z <Yk | >, sowie nach einfacher Rechnung: (12.1.8)
keJ
<flg>=>_<flw><wlg> (f.9€H) (1.1.9)
keJ
= |IfI>=>_|<w|f>]>  Parsevalsche Gleichung (1.1.10)
keJ

Gilt eine dieser 3 Bedingungeiirfalle f bzw. f undg € H, so ist diesaquivalent zur
\ollstandigkeit von(vy)xes. [HS71, Satz 21.9]

Postulat 2 Jeder Observablen eines Quantensystems entspricht ein linearer selbstad-
jungierter OperatorA auf dem Hilbertraunm{. Dabei sind die raglichen Messwerte
die Eigenwerte des Operators.

Unter einer Observablen versteht man eine physikaliscb8&die durch eine be-
stimmte Versuchsanordnung gemessen werden kann, z.B. Ort, Impuls oder Drehimpuls
eines Teilchens.

Wie ublich werden Operatoren als linear angenommen, ohne diesiaiidin zu
ervahnen. Die auftretenden Operatoren sind besttty allein schon da das zu ent-
wickelnde Modell auf endlichdimensionalen Hilbéwmen basief.

4Es gelte immero ¢ N.

5Im Fall unbeschiankter Operatoren spielen Definitionsbereiche (oft Sobokawrie von Distribu-
tionen) und Erweiterungen von Operatoren eine Rolle - vgl. z.B. [Tri80, Kap. 21] oder [HS71, Kap.
X].



Definition 1.1.2 SeienH;, H, Hilbertraume. Zu einem bescémkten OperatorA :
‘H1 — H, ist der adjungierte Operatod* : ‘H, — H; definiert durch

<fil A fa>y, = <Afilfa>y,  (fi € Hi, f2 € Ha)

Gilt A* = A, so istA selbstadjungiert. Da dann die Eigenwerte reell sind, kann man
sie als Messwerte interpretieren.

Definition 1.1.3 Seif ¢ H, || f || = 1.

1. [f] := {af|« € C} heildt der durchf erzeugte eindimensionale Unterraum
Von'H.

2. Der Operator| f >< f|, definiert durch

|f><[flg:=<flg>f (f.geH)
heif3t Projektor zum Unterraurnf |.

3. Fur einen abgeschlossenen Unterraiihvon’H, (vy;)#? vollstandiges Ortho-
normalsystem in D ist der Projektdt, definiert durch

Pp =270 [n><

Ein Operator auf einem Hilbertraum ist ein Projektor genau dann, WeanP* und
P = P?, wenn also ein selbstadjungierter und idempotenter Operator vorliegt.

Ein eindimensionaler Projektor wird dls>< -| geschrieben in Anlehnung an die
Dirac’sche bra-ket-Notation [Sak94, 10-22]. Ein Zustandsvekta{ iwird dabei| - >
notiert (und so auch auf die Bedeutung des Unterralinagespielt, entsprechend
dem zu Postulat 1 Gesagten). Mittels des Skalarprodukts entspricht jedem Element
| f> des Hilbertraumgt ein lineares Funktionak f |- > auf diesem. Schreibt man
es als (Zeilen-)Vektok - | in dem zuH dualen Vektorraum, so ist die eindgirte
Schreibweise des Skalarprodukts (inneren Produkts) yonund| g > eine suggesti-
ve Abkiirzung der Anwendung des Funktionald | auf| g > bzw. des Matrixprodukts
beider Vektoren:

<flg>=(<f)-(lg>)

bra (c) ket (1.1.11)

Der Projektionsoperator ist dann ein Tensorprodukt eines ket- mit dem dualen bra-
Vektor. Auf einemn-dimensionalen Hilbertraum hat es eine Darstellungrals n-

Matrix. Die Schreibweise f >< f| g > fur einen Projektor zum Unterraupf |, an-
gewandt auf g >, enttélt gleich dessen Definition: Fasst man den bra in der Mitte
und den 2. ket zusammen (und stellt dieses Skalarprodukt nach vorne), so ergibt sich
(<flg>)-|f>.Durch diesg Zweideutigkeit' Bsst sich manchmal veikzt rechnen

(s. 1.1.16 oder Satz 1.1.5YJber den hier angesprochenen Fall hinaus kann ein all-
gemeines Assoziativgesetz aufgestellt werden, das auch beliebige Operatoren betrifft
[Sak94, 16f.].

%In anderen Zusamme#hgen wirkt die Schreibweise eines Vektors [als- jedoch uribersichtli-
cher. Daher wird die vollgindige bra-ket-Notation nur exemplarisch bei einigen Rechnungen verwendet.
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Satz 1.1.4(Spektraldarstellung selbstadjungierter Operatore8gi A ein selbstad-
jungierter Operator auf einem endlichdimensionalen HilbertratimDann existieren
eindeutig bestimmte Folgen;)}_, paarweise und von Null verschiedener reeller Zah-
len sowig(D;)’_, paarweise orthogonaler Unteiume, so dass:

A=>"2%Pp (1.1.12)
j=1

Dabei sindz; die Eigenwerté (ohne 0) undD; die dazu gebirigen Eigenaume von
A.

Ein Beweis dieses grundlegenden Satzes der Funktionalanalysisliebige Hil-
bertiaume findet sich z.B. in [Tri80, Satz 20.1.] (besukte Operatoren) und [Tri80,
Satz 20.2.] (unbesclnkte Operatoren). Der Satz kann auf normale Operatoren verall-
gemeinert werden [Mat98, 314]. '

Wahlt man jeweils ein vollgindiges Orthonormalsystemﬂ)?jDj in einem Ei-
genraumD);, so Bsst sichA (nicht eindeutig) darstellen als

n dim D;

A=Y "z Y | ><l (1.1.13)
=1 =1

Diese Darstellung wird im Folgenden auch abgekzuA = Z?’:l 2| v ><y;| mit
N = Z?:l dlm Dj.

(yj)le bildet ein vollsandiges Orthonormalsystem H, nach dem jeder Zu-
standsvektorf € ‘H entwickelt werden kann:

N
f=Y cpymite; = <v;| f> (1.1.14)
j=1

Postulat 3 Der Zustand eines Quantensystems wird durch einen positiven Spurope-
rator p auf einem geeigneten separablen Hilbertradtnmit trp = 1 beschrie-

ben. Der Erwartungswert einer Messung an dem Quantensystem ist gegeben durch
E,(A) = tr(pA).

Der Begriff des Spuroperators [Mat98, 234] ist zur Definition einer Spur nur im
unendlichdimensionalen Falbtig2 Im Fall eines selbstadjungierten Operators bein-
haltet er die Forderung, dass - bei einer Darstellungafei.1.12) bzw. (1.1.13) -
> z;dim D, absolut konvergiert [FicO1, 15].

j=1
Die Spur eines Operators ist eindeutig bestimmt, uaably von der Wahl ei-
ner Orthonormalbasis.iF f € H, ||f|| = listtr|f>< f| = 1. Denn wahlt

’Auf einem endlichdimensionalen Hilbertraum ist das Spektrum eines ligdtan Operatord mit
der Menge seiner Eigenwerte (endlicher Vielfachheit) identisch. Es muss also nicht allgemein als Kom-
plement der Resolventenmenge vuefiniert und nach Eigenwert- / Residualspektrum oder diskretem
/ kontinuierlichem Spektrum differenziert werden [Tri80, Definition 18.1. und 18.3.].

8Dann gilt die Definitiontr A := Z;‘;l <#; | Ay; > fur OperatorerR endlichen Rangs (d.lRH
ist endlichdimensional). Die Vervolihdigung dieses Raums in einer bestimmten Spurklassennorm ist
der Raum der Spur(klassen)operatorenfduf
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man eine Orthonormalbas@s/j)§V:1 in H, so dassy; = f, dann gilttr | f >< f| =

Z;yzl <v; | f>< flv;> = |If|* = 1. Fur einen Projektor auf einen Unterrautn
von'H gilt wegen der Linearit der Spurbildungr Pp = dim D.

[FicOl, 22] p heildt reiner Zustand, wenn ein f € 'H existiert, so dass
p = | f >< f|. Alle anderen Zuginde heilRegemischte Zusénde Ein gemischter
Zustandp liegt genau dann vor, wenn ein volstdiges Orthonormalsystefm, )5, in
H und eine Familie nichtnegativer reeller Koeffizienten)s_, existieren, so dass

2. mindestens 2 Koeffizientgn von 0 verschieden sind,

3. p =2k Prl e >< Yl

Die reinen Zusindep sind genau die Extremalpunkte der konvexen Menge der
Zustinde aufH, d.h. wennp; und p, Zustinde aufH sind undd < A < 1, dann folgt
ausp = Ap1 + (1 — N)p2: p1 = p2 = p (vgl. [BR87, Theorem 2.3.15. und 2.3.19.],
wo ein Zustand als Funktionéber einer-Algebra von Operatoren aufgefasst wird -

S. Definition 1.2.1).

Falls alle Mischungsgewichte, paarweise und von O verschieden sind,
sind sie klassische Wahrscheinlichkeiten idtafdass ein Quantensystem den Zu-
stand| v, >< 7| annimmt?® Gemischte Zuginde beschreiben Systeme, bei denen
die quantenphysikalischdgliche Information nicht vollgtndig vorliegt.

Wahrend im Fall eines gemischten Zustands Produkte aus reellen Zahlen und Pro-
jektoren summiert werden, tritt bei den Zustandsvektoren eine Superposition von Vek-
toren auf, multipliziert mit komplexen Skalarprodukten (1.1.14). Dabei gibt - im Fall
von Eigenwerten der Vielfachheit 1 - das Betrquadratder Fourierkoeffizienten,
die Wahrscheinlichkeit an, bei einem Quantensystem, das durch den Zustandgvektor
charakterisiert ist, den zy getbrenden Eigenwert; eines entsprechenden Operators
Zu messen.

Die Fourierkoeffizienten dicken zuatzlich eine Phasenbeziehung zwischen den
Eigenzusinden aus. Aus dieser folgen beispielsweise - im Fall von %{Slystemen
- die Orientierung des Spin in der xy-Ebene [Sak94, 175] oder Beuguagsptene
(Doppelspaltexperiment: Austchen oder Veratken zweier Funktionen je nach ihrer
relativen Phase). Bildlich gesprochen besteht in deerlagerung komplexer Funk-
tionen der Wellencharakter eines quantenphysikalischen (reinen) Zustands, der diesen
fundamental von klassischen Partikeln unterscheidet. Ein reiner Zustand wird auch
als kotarente Superposition bezeichnet; dagegen ist ein gemischter Zustand eine in-
koharenteUberlagerung reiner Zustde. [Fic68, 255]

Satz 1.1.5Seienp = | f >< f| ein Zustand und! ein selbstadjungierter Operator
auf einem endlichdimensionalen Hilbertradi (z;)7_, sei eine Folge (nicht notwen-
dig verschiedener) Eigenwerte veh und (yj);\’zl ein vollséindiges Orthonormalsy-

stem inH. A besitze die Spektraldarstellung = Z;.V:l zj| v; >< ;| entsprechend

O Pl vk >< | ist die Spektraldarstellung vanentsprechend 1.1.13. Diese ist im Fall zweier
oder mehrerer gleicher Gewichtg nicht eindeutig.
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(1.1.13). Dann gilti#ir den Erwartungswert der Observablgnim Zustandp:
N
Blpscp(A) = <fIAf>=> zl|<y| f> (1.1.15)
j=1
BEWEIS: Hier macht die bra-ket-Assoziatigit den Beweis einfacher:

N
Elpscp(A) = tr(pA) = Y <[ f><[f|Avy;>
=1
N N
= Z<%‘|f><f\ ZZka >< | v >
=1 k=1

N
=Y <yl f>P

j=1
N

= m<fly><ylf>

J=1

N
= <[zl ><ylf>

j=1

=<f|Af>

Setzt man in die 2. Gleichung dieses Satzes die Entwicklung des Zustandsyektors
nach (1.1.14) ein, so sieht man unter Anwendung des Assoziativges@tizea-fund
ket-Vektoren sofort|c;|* ist Erwartungswert vofry; >< ~;| im Zustand f >< f|:

Bl psepi(l7 >< ) = <fly><yl f> =gl (1.1.16)

Geht man - wie in der urspinglichen, von E. Scldinger gepagten Form der Quan-
tenmechanik - von Zustandsvektoren als grundlegenden Bestimmofigsgaus, so
wird Uber diese Entsprechung hinaus der Erwartungswert einer Observablanit-
telbar als< f | Af > definiert. Somit werden durch den Zustdrfd>< f| die gleichen
physikalisch wichtigen Gif3en bestimmt wie durch den Zustandsveltor

Postulat 4 Die Zeitentwicklung eines Zustangdg zum Zustang; wird durch eine
Gruppe unitirer Operatorer{U; = ¢~| ¢ € R odert € Z} aufH charakterisiert.
Diese wird durch einen selbstadjungierten Operatbbestimmt. Es gilt:

pr = UipoU; (1.1.17)

Lemma 1.1.6 SeienU eine Isometrie zwischen zwei separablen HilkarmenH;
undHyundp = 3", vl fr >< fi| €in Zustand aut(,. Dann istU pU* ein Zustand
aufHs,, und es gilt

UpU* = pi| Ufe >< U fil (1.1.18)
k
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BEWEIS. UpU* ist ein Operator auf{, (er ist fur endlichdimensionalen Rauft,
nicht injektiv, wennU nicht surjektiv ist). Da|U*|| = ||U|| = 1, istUpU* wie p ein
positiver Operator mit Spur 1, also ein Zustand.

Vg € Hy: (UpU¥) g
:U(Zpk|fk >< fil JU'g
k

=U(D pe<fi | U g>y, f1) n. Def. des Projektorsf;, >< f|
k
= pe<fe| U 9>, Ufi wegen der Linearit vonU
k
= Zpk< Ufelg>y,Ufi n.Def. des adjungierten OperatorsiZu
k

:Zpk| Uf ><Ufilyg n. Def. des ProjektorsU f, >< U f|
k

Ist also ein (gemischter) Zustapg = >, . p&| fv >< fi| auf’H zur Zeitt = 0
gegeben als, so hat er sich (ohnér8hg durch die Umgebung) zur Zeéiztum Zustand
p. auf’H entwickelt:

pe=_ el Unfr >< Uil (1.1.19)
k

Dies entspricht W. Heisenbergs Ansatz, in dem Funktionen fest gegeben und Ope-
ratoren zeitlich veinderlich sind.Aquivalent dazu knnen umgekehrt Operatoren
als unveanderlich angenommen werden. Die Zeitentwicklung des Zustandsvektors
U ¢ H wird dann durch die Scbdingergleichuntf bestimmt:

0

zhE\II =HV (1.1.20)
Mit dem Planck’schen Wirkungsquantuimist 4 = h/27. H ist der Hamiltonoperator,
der die Energie des Systems beschreibt.

Bemerkenswert ist, dass auch negativasftreten kann. Der Zustand eines Quan-
tensystems kann also genausw flie Zukunft vorhergesagt wie in die Vergangen-
heit zuickverfolgt werden. Obwohl in der Quantenmechanik einerseits i.A. nur Wahr-
scheinlichkeitsaussagérer den Ausgang von Messungen gemacht werdemén,
lasst sich andererseits die Satlingergleichung bzw. (1.1.19) mindestens ebenso gut
im Sinne einesstarken Determinismu&! interpretieren wie die Gesetze der klassi-
schen Physik.

Unitare Aquivalenz: [Fic68, 3.2§7] [FicO1, 25] Wird derselbe uriire Operator
U : 'H; — H, durch die bijektive Abbildung (Konjugation} — UAU! = UAU*

107y Ehren E. Sclirdingers - wie Heisenberg einer der Urahnen der Quantentheorie - sei hier die
Wellenfunktion mit¥ bezeichnet.

11 Dem starken Determinismus zufolge wird nicht bloR die Zukunft durch die Vergangenheit deter-
miniert; ein pazises mathematisches Systiegt die gesamte Geschichte des Universtimslle Zeit
fest.” [Pen91, 422] Penrose diskutiert auch ébslich die zeitlich gerichteten Prinzipien der Kausalit
sowie der Entropie [Pen91, 297ff.]
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bzw. p — UpU* mit einem selbstadjungierten Operatér: H; — H; oder einem
Zustandp auf H; verknipft, so istUAU* : H, — H, wieder selbstadjungiéftund
hat die gleichen Eigenwerte wi undU pU* ist ein Zustand auf{,. Erwartungswerte
andern sich nicht:

Eu,u-(UAU™) = E,(A) (1.1.21)

Denn da die Spur eines Operators unter Konjugation invariant, igilt
Eypu«(UAU*) = tr(UpU*UAU*) = tr(UpAU*) = tr(pA) = E,(A). Auch Be-
ziehungen jeweils zwischen mehreren Operatoren oded#@dsh bleiben erhalten.

Bei der Wahl eines konkreten Hilbertraums aus einer Menge isometrisch isomor-
pher ist man also frei; sie ist eine eher technische Frage. So ist etwa jeder separable
Hilbertraum isometrisch isomorph Zw (€2) mit geeigneten2 C N.

Postulat 5 (von Neumannsches Messpostulds seip ein Zustand auf einem sepa-
rablen Hilbertraum’, und es werde eine Messung amntsprechend einem selbst-
adjungierten Operatoid = Z;‘Zl zj Pp, durchgetihrt (n € N odern = oo). Die

Wahrscheinlichkeit, den Eigenwert zu messen, sei mit bezeichnet. Aul3erdem sei

poi=1=>"pj;Do:=H—>"_ Dj z=0.Dann gilt:
1. pj = tx(Pp, pPp,) (J=0,....n)

2. Nach der Messung befindet sich das System im Zustand

1
Pii= Pp, pPp;

3. Liegt keine Informatioiiber das Messergebnis Vidiwird der Zustand beschrie-
ben durch
pa = ijpj = Z Pp, pPp,
j=0 j=1

Lemma 1.1.7 Mit den Bezeichnungen des von Neumannschen Messpostulats und end-
lichdimensionaleni gilt
pj =tr(pPp,) (1.1.22)

BEwEIS: [Fic01, 21] Sei(v;)¥, eine Orthonormalbasis it, so dasgy;)!", Ortho-
normalbasis inD; ist. Dann gilt wegePp, v, = 0 (I > m):

BEs ist n. Def. des Matrixproduktsr(CC’) = tr(C’C). Daraus folgt: tr(BAB™!) =
tr(ABB~1) = tr(A). Im vorliegenden Fall isB := U.

14Jede Wechselwirkung mit der Umgebung kann als Messung betrachtet werden, auch wenn kein Be-
obachter das Ergebnis registriert. So wird die philosophische Grundlage der Quantenmechanik klarer;
die Physik gibt weniger Anlass, verwickelte Theorien zum Subjekt-Objektaleris auf sie anzuwen-
den. Und auch Schdingers Katze weif3 endlich, ob sie tot oder lebendig ist. Allein schon da sie atmen
muss, kann sie nicht volindig von der Umgebung isoliert werden. Auch mittels Nanotechnologie
sollte es schwierig seinahger als einige Femtosekunden einedente Superposition der Katze ein-
schlieRlich des vedmgnisvollen Mechanismus aufrecht zu erhalten...
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Damit sind z.B. Satz 1.1.5 und (1.1.16) anwendbar.

1.2 Operator-Algebren und nochmals verallgemeiner-
ter Zustandsbegriff

In der dargestellten Theorie kommt linearen Operatoren auf einem Hilbertriagime
zentrale Bedeutung zu: Observablen, Zuasie und Zeitentwicklungen werden durch
bestimmte Klassen von Operatoren beschrieben, Erwartungswerte durch Funktionale
auf selbstadjungierten Operatoren bestimmt. Die Operatoren sind hier Elemente von
£(H), der Algebra der bescankten Operatoren ad{, mit einer Involution entspre-
chend Definition 1.1.2. Damit ist(7) ein Spezialfall einer (unitaleri}Algebra. Diese
ist die allgemeine Grundlage der Quantenmechanik und -stochastik.

In der Quantenstochastik im engeren Sinn wird der Zustandsbegriff nochmals er-
weitert:

Definition 1.2.1 Ein lineares Funktionab Uiber einer*-Algebra®l heift positiv, wenn
w(A*A) > 0 furalle A € 2. Ist daruber hinaug|w|| = 1, so wirdw Zustand genannt.

[Fic01, 18f.] Das Grundmodell der Quantenstochastik ist also ein[Rlaal, wobei
eine*-Algebra mit Einselement und ein positives, normiertes lineares Funktional auf
2 ist. Die Observablen sind die selbstadjungierten Operatoren der Algebra, und ihre
Erwartungswerte sind entsprechend Postulat 3 dufel) := tr(pA) gegeben (lher-
es s. Ende dieses Abschnitts). Auf dieser Grundlage ist eine statistische Beschreibung
auch noglich, wenn keine deterministische Entwicklung von Amsten entsprechend
der Schodingergleichung bzw. Postulat 4 stattfindet. amen etwdJbergange von
reinen zu gemischten Zastden durch den Einfluss der Umgebung beschrieben wer-
den (Dekofrenz).

Parallel dazu ist im Grundmodell der klassischen Kolmogoroffschen Stochastik
eine *-Algebra gegeben alé = {f : Q — C|fmessbar und bescimkt}, mit
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einem Wahrscheinlichkeitsrauff?, §, P]. Die Observablen sind die Zufallsif3en,

d.h. reellwertige Funktionerf € L. Da die Involution inL die komplexe Konju-
gation ist, sind die Observablen ebenfalls die selbstadjungierten Elemente [BR87,
28] der Algebra. lhre Erwartungswerte sind durch ein Funktidinalbestimmt mit
Ep(f) := [, f(w)P(dw). Der wesentliche Unterschied ist: Im klassischen Fall ist die
Algebra kommutativ, in der Quantentheorie jedoch nicht.

Weitere in der Quantenstochastik wichtig@lgebren sind die von Neumann-
[BR87, Definition 2.4.8.] undC*- Algebren [BR87, Definition 2.1.1.]. Ein€’*-
Algebra ¢ ist abstrakt definiert als-Banachalgebra mit der Eigenschaft*A|| =
|A||% (A € €). £(H) ist eineC*-Algebra, und jed&€*-Algebra kann durch eine Alge-
bra beschinkter Operatoren auf einem Hilbertraum dargestellt werden [BR87, 65], in
folgendem Sinn:

Definition 1.2.2 Sei’H ein komplexer Hilbertraum und ein *~-Homomorphismus von
einerC*-Algebra¢ nach£(H). Ein Paar (H, ) wird dann Darstellung vod genannt.

Der Abschluss der Darstellung ein@t —Algebra in verschiedenen, in dieser Hinsicht

gleichwertigen Topologiei ist ein Beispiel einer von Neumann-Algebra [BR87, 65].

Allgemein ist sie einé-Unteralgebradt von £(H), so das$it = " (M ist die Men-

ge aller besclankten Operatoren a@®f, die mit jedem Operator it kommutieren).
Definition 1.2.1 passt auf folgende Weise zur Definition eines Zustands nach Po-

stulat 3: Rur einen Zustandsvektof € H,| f|| = 1 ist ein Vektorzustandv; der

Darstellung(H, 7) einerC*-Algebra¢ definiert durch

wi(A) :=<f|n(A)f> (Ae@) (1.2.1)

wy ist ein positives lineares Funktional adf mit Norm 1. Wegen Satz 1.1.5 ist
<flm(A)f> = tr(| f >< f|7(A)); ws(A) ist somit Erwartungswert der Observa-
blent(A) im Zustandp = | f >< f|.,Every state over &*-algebra is a vector state
in a suitable representation.” [BR87, 49]

Ein Vektorzustand ist ein Spezialfall eines normalen ZustandBieser ist auf
einer von Neumann-Algebra gegeben, wenn ein positiver Spuroperatidtr(p) = 1
existiert, so dasé

w(A) = tr(pA) (1.2.2)

Fur Zustinde aufg(H) mit endlichdimensionaleri ist dies immer riglich. Da die
Funktionalew bzw. w, (ggf. in einer passenden Darstellung) dugchestimmt sind,
kann manp mit ihnen identifizieren und als Zustand bezeichnen. Dieser Sprachge-
brauch wird im Folgenden wieder verwendet.

5der schwachen, starkerstarkeng-schwacheng-starken undr-*starken [BR87, Theorem 2.4.11].
Der Abschluss umfasst alle Operatoren, die durclttiidlgebra-Repasentanten auf endlichdimensio-
nalen Unteraumen vor?H in der Norm-Topologie approximiert werden. Die 6 Topologien haben also
»some form of uniformity* [BR87, 65].

167u zwei weiteren Kriterienifr einen normalen Zustand vgl. [BR87, Theorem 2.4.21 u. Definition
2.4.20].
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1.3 Fockraume

1.3.1 Fockéume als direkte Summe von Hilbertraum-
Tensorprodukten

[Fic01, 27] [BR87, 143] [BR96, 5.2.1] Der quantenmechanische Zustand eines ein-
zelnen Teilchens ist als Projektor auf einen Zustandsvektor im separablen komplexen
Hilbertraum™H gegeben. Zur Beschreibung verireilchen und ihrer Wechselwirkung
berbtigt man das:-fache Tensorprodukt™® des urspiinglichen Hilbertraums. Die-

ses wird hier aufgefasst als Vervolisdigung des algebraischen Tensorprodukts in der
Norm, die durch das folgende Skalarprodukt zweier Elemente= @, _, f, und

Y = Q_, gx (n € N) gegeben ist :
<@ @ fuln®.. @gn>:=<filg1>..<folgn> (1.3.1)

H"? ist als der zugrunde liegendedkperC definiert.

Ist die Zahl der Teilchen nicht festgelegt, sinkien Zusinde durch Vektoren der
direkten Summép;~ , H"® definiert werden. Derartige Vektoren sind Folden):
von Vektoreny, € H"®, wobei nur eine endliche Zahl van, ungleich0 ist. Ein
Skalarprodukt ist komponentenweise definiert:

< () [ (W) > =) <t [ 0], >3 (1.3.2)

n=0

Die Vervolls&andigung dieser direkten Summe biglich der durch das Skalarprodukt
gegebenen Norm ist der separable Hilbertraum

F(H) := @M H® (1.3.3)

Eineaquivalente Definition ist
F(H) = {(hn)pZ | € H™®, Y [[thnl]* < o0} (1.3.4)
n=0

H™® kann mit dem abgeschlossenen Unterraum $4i/) identifiziert werden, bei

dem nur das:-te Folgenglied von 0 verschieden i&t"® wird n-Partikel-Unterraum

genannt, seine Elemente n-Partikel-Vektoren. (1,0,0,...) ist der Vakuumvektor.
ISt H = Ly(R¥), S0 istLy(RY) ® Ly(R”) = Ly(RY x R¥) = Ly(R?¥). Dann wird

—_—

FH) =D, L(R™) (1.3.5)

In der Quantenphysik sind gleichartige Teilchen ununterscheidbar. Qiektdich
darin aus, dass messbaredGen unabéangig von der Vertauschung der Koordinaten
zweier Teilchen sind. i den Erwartungswert eines Messoperators Allgézh eines
System&’im Zustand ¢, >< | gilt B}y, ~ <y, (A) = <, | Ay, > . Dieserandert

"Man kann auch wiedet{"® als den in den Postulaten vorausgesetzten separablen Hilbertraum
auffassen. Dann gilt Satz 1.1.8rfdie Mehrteilchen-Funktiogh,, € H™®
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sich nicht, wenny,, bei Vertauschung der Koordinaten zweier Partikel konstant bleibt
oder nur das Vorzeichen wechselt. Das Pauli-Prinzip fordert daher, dass nur solche
Losungen der Schdinger-Gleichung zugelassen sind. Im Fall von Boséhishjede
Komponentey,, eines Vektorsl € F(H) symmetrisch unter Vertauschung zweier
Koordinaten, im Fall von Fermionen sind allg anti-symmetrisch. Durch Operatoren

P, werden entsprechende Unfiaume vort{"™® konstruiert:

P (fi®fr® - ®fn) ::%me@@fm@---@ﬁrn (1.3.6)

P(fi®fi® - ®f):= %Z Enfrm @ fry @+ @ fr, (1.3.7)

Summiert wirduber alle Permutationefi, > = : (1,...,n) — (7, ..., m,). ES ist
e, := 1 fur gerade Permutationenc A,, ¢, := —1furm € S, \ A,. ,Extension
by linearity yields two densely defined operators wjth.|| = 1 and theP. extend
by continuity to bounded operators of norm one.* [BR96? T)er Bose-Fockraum
F. (H) sowie def~ermi-Fockraum F_(H) sind dann

Fi(H) = PLF(H) (1.3.8)

Der Bose-Fockraum wird mit(H) bezeichnet.

1.3.2 2. Quantisierung

Die Struktur eines Fockraums erlaubt die Fortsetzung von Operatorér auf den
gesamten Raunf. (7). Wahrend die 1. Quantisierung detbergang von der klassi-
schen zur Quantenmechanik beschreibt, ist die Methode der 2. Quantisierung wesent-
lich fur denUbergang von einer Einteilchen- zur Mehrteilchen-Quantentheorie, also
zur Theorie von Ensembles. Falls nicht alle Wahrscheinlichkeiten, die Eigenwerte ei-
nes Operatoré/ zu messen, 0 sind oder ein Wert 1 ist, sind diésesfnen einzelnen
Versuch ohne Bedeutung. Statistische Aussagen haben streng genommen nur Sinn,
wenn ein Versuch mehrfach unabiyig realisiert wird oder ein sogenannter &mm-

ter Zustand (s. FuRnote 3 in Kapitel 3) vorliegt. So haben auch die Begriffe reiner und
gemischter Zustand erst ihre volle Bedeutung, wenn sie sich auf einzelne Partikel in
einem Ensemble beziehen [Sak94, 24 u. 175ff.].

BNach dem Wert ihres Spin teilt man alle Elementarteilchen ein in:

e Fermionen mit Spir% sind die Materieteilchen: Elektrop; undr-Teilchen und die 3 zugéi-
gen Neutrinos, die 6 Quarks, auRerdem die entsprechenden Antimaterie-Teilchen wie das Po-
sitron.

e Bosonen vermitteln Wechselwirkungen und haben ganzzahligen Spin: Photon, Gliifien,
und Z° mit Spin 1. Bisher werden erst theoretisch gefordert: Higgs-Teilchen (Spin 0) und Gra-
viton (Spin 2) [KrH02, 149]

Bosonen unterliegen der Bose-Einstein-, Fermionen der Fermi-Dirac-Statistik.

¥Extension by continuity;Let X and Y be normed spaces, and suppose Y is complete. Every conti-
nuous linear operatdr, from {2 C X into Y has a unique continuous linear extensiomo the closure
Qof Q, and||U|| = ||Up||“ [KA82, ch. V, §8, Theorem 2].
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Zu einem selbstadjungierten Operafdrauf  wird ein OperatorH, auf H’}®
definiert mitH, = 0 und

Hy(Pe(fi® - @ fn) = Pi<2f1®---®Hfj®-~®fn) (1.3.9)
j=1

» The direct sum of thé4, is essentially selfadjoint because (1) it is symmetric and
hence closable, (2) it has a dense set of analytic vectors formed by finite sums of
(anti-) symmetrized products of analytic vectorstf The selfadjoint closure of this

sum is called the second quantizationfbfand is denoted byI'(H).“ [BR96, 8]

dr(H) = P H, (1.3.10)

n>0

Ist 1 = ... = f, (oder liegt ein koArenter Zustand vor) und igf ein eindimen-
sionaler Projektor, so entspricht eine Messung nnlam der Bildung von relativen
Haufigkeiten. Es wird geshlt, wie oft einH entsprechendes Ereignis im Vaftmis zu
n eintritt.

Zu einem uni@ren Operatot/ wird ein Operatot/,, definiert mitU, = 1 (identi-
scher Operator) und

Un(Pe(f1® -+ ® f) = Pe(UfL@---@Uf) (1.3.11)

Werden die Operatordli, noch stetig erweitert, so &itt man die 2. Quantisierung:

r(U) =, (1.3.12)

n>0

Die 2. Quantisierung urirer Operatoren tritt etwa in folgendem wichtigem Fall
auf (vgl. [BR96, 8]): Wird die Dynamik eines Zustands &tf(7) durch den Hamil-
tonoperatowI'( H) bestimmt, so entspricht dem ein uimér Operatof’(U;). Analog
zu Postulat 4 gilt

I(U;) = et (1.3.13)

1.3.3 Fock@ume und Punktprozesse

[FF86] [FFL99] [Fic00] [FOO1] Eine andere Darstellung des Fockraums benutzt
die Punktprozesstheorie, die etwa in [MKM74] ditsflich dargelegt wird. Es sind
zunachst gegeben:

e (: beliebiger vollsandiger separabler metrischer Raum, ZM. oder R* x
{0,1}".
e G: o-Algebra der Borel-Mengen auf.

o M = {pMaR auflG,G]: p(A) € NyfurA € G}
M ist also die Menge der endlicheralimalle aufG, G] und disjunkte Verei-
nigung der Mengen/,, := {¢ € M : p(A) = nfurd € G} (n =0,1,...).
Die Definition kann auch auf lokal endliche Mafl3g( B8) < oo fur beschankte
MengenB € G) ausgeweitet werden, vgl. z.B. [FF91, 317].
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e M : Kleinstes-Algebra aufM, so dassiir alle beschanktenB € G die Abbil-
dungy — ¢(B) messbar ist. Dies entspricht der Bedingung: Alle Mengen der
Form{y € M| p(B) = n} sind in9Mt enthalten [FFL99, 2]. & endliche Ahl-
mal3e erhlt man die gleiche-Algebra, wenn man beliebige in der Definition
zulasst.

Satz 1.3.1Seid, das Dirac-Mal3 ina. Fur alle ¢ € M ist die MengeA = {a €
G| ¢({a}) > 0} endlich (tochstens alihlbar im Fall eines lokal endlichendhlma-

Res), und es gilt
p=> v({a})da

a€A

BEWEIS: [MKM74, 8] O

Auf der o-Algebradt der ZahimalRe werden Wahrscheinlichkeitsmafibetrach-
tet, so dass ein zafliges Zahimal3 einezufallige Punktkonfiguration reprasentiert,
beispielsweise:

e Diskrete Zeitpunkte, zu denen ein Elektron an einer Kathode emittiert wird.

e Einen Zustand im Prozess der Vermehrung einer Zellkultur (Erneuerungspro-
zess). Dabei kann ein Raumpunkt im Verlauf der Entwicklung auch mehrfach
besetzt werdeng({a}) > 1).

Ein WahrscheinlichkeitsmaR auf [M, 99t] wird Punktprozessgenannt.

Definition 1.3.2 Seio die leere Punktkonfiguration, d.h. das Nullmaf3 ofitr) = 0,
© ein lokal endliches, diffuses Mal adt, G|, xy die charakteristische Funktion zur
Menge Y C M. Ist auf M die o-Algebradt definiert, so kann da&ockmal? £,
eingefihrt werden:

o 1 . n
V)=o) + Y o [l ) (3 0) (Ve (1319
n=1 an j=1
Dassy diffus ist (meist wird das Lebesgue-Mal3 vorausgesetzt), bede(fet) =
0 (z € G). Daraus &sst sich schliel3en, dass auf der Menge
M:={pe MVzeG: p({z}) <1} (1.3.15)
der einfachen endlichen Punktkonfigurationen konzentriert ist. Um im Folgenden diese

Definition néher zu untersuchen, kann dabee M vorausgesetzt werden.
Zunachst sei eine Abbildung, : G™ — M,, folgendermalRen definiert:

N e D (1.3.16)
7j=1

t,, ordnet jedem n-Tupel von Punkten des zugrunde liegepuleysikalischen” Raums
G (Phasenraum) ein durch diePunkte definiertes@lmald zu. Dabei wird der Raum
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symmetrisiert: Die Reihenfolge dey, spielt bei den Punktkonfigurationen wegen der
Kommutativitt der Addition keine Rolle.

DaY e 2t disjunkte Vereinigung der Mengen vaerPunkt-Konfigurationer,, :=
Yn Mn ist, kann Definition 1.3.2 umgeformt werden:

[ee] 1 . n
FAY) = (@) + 3 o [ il ] 0 (3062,
n=1 'G" j=1
Mit dem Ubertragungssatz der MaRtheorietiman weiter
o0 1 . -
FY) = xrl0)+ 2w [ ot dp)wnle)
n=1 n

Dies ist nach Definition des Integrals veR, und wegert” =, Yu:

FUY) = xv(0) + 3 i o 1,(Y) (13.17)

(1.3.18)

Ist dahern endlich, so auclt,. Im anderen Fall ist zumindes}, (/) = oco. Da jedoch
v lokal endlich ist, istF), o-endlich: Es existiert eine Folgé&’() ausd mitY,, T M
undF,(Y,,) < oo (n € N).

Definition 1.3.3 SeiG ein vollséndiger separabler metrischer Rauéhdie o-Algebra
der Borel-Mengen aufi, M die Menge der (lokal) endlicheréBimale aufG, G| mit
o-Algebraft und Fockmalf¥), entsprechend Definition 1.3.2. Es heil3t

symmetrischer Fockraumuber G M = Ly(M, 0, F),)

M ist isometrisch isomorph zum Bose-Fockralifi.,(G)) = P.F(Ly(G)) ent-
sprechend (1.3.8) [FF87, Remark 2.5]. Dies wird in Abschnitt QrZ+ = L,({0,1})
bewiesen und gleichzeitig ein volistdiges OrthonormalsystemIf L, ({0, 1})) kon-
struiert.

['(Ls(G)) (bzw. auch’(H) mit einem beliebigen komplexen Hilbertrau) wird
ebenfalls symmetrischer Fockraum genannt. Man spricht dann von unterschiedlichen
Darstellungen des symmetrischen Fockraums.
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Kapitel 2

Strukturen auf Qubit-R aumen und
deren Tensorprodukten

2.1 Dern-Qubit-Raum

In diesem Kapitel sollen die spezielleren mathematischen Mittel zuiiyarig gestellt
werden, um in Kapitel 3 das in der Einleitung angesprochene Moielhformati-
onsprozesse konstruieren zankien. Der zugrunde liegende Raum ist das dreifache
Tensorprodukt eines separablen Hilbertraums. U.a. da sich dieeb@®rundlage der
Datenverarbeitung durchgesetzt hat und auch Ausgangspimktddelle, Algorith-
men und erste Experimente zu Quantencomputern ist, erscheinen QuinieRals
naheliegend. Der 1-Qubit-Rautd := L,({0,1}) wurde bereits eingéhrt. n Qubit
(n € N) werden somit entsprechend Abschnitt 1.3.1 beschrieben als ein Vektor im
HilbertraumH"® = Ly({0,1}").

Eine Orthonormalbasis i’® := C besteht aus der komplexen Zahl 1. Seier
€1, €] € {0, 1}, m = [wy,...,wn] € {0,117, Ag(er) := doe,, Ai1(er) := O1(ex).
Die orthogonale Standardbasis,, )..c(0,13» in H"® ist dann gegeben durch

Ap =0, ®...QA,, (wr € {0,1}), und

g 2.1.1
Doy ® . @Ay, (€1 6n) = [ [ v (8) = e (.11
k=1

In der Physik und Quanteninformatik singrfA ,, ® ... ® A, die Schreibweisen
| wy >...|w, > oder| w;...w, > (2.1.2)

ublich. Solche Vektoren ifh{"® werden als (geordnete) Folgen von Qubits bezeichnet;
dieser Sprachgebrauch wird hier jedoch nighéernommen, da erst die Elemente des
FockraumsF (H) Folgen im mathematischen Sinn sind. Die Dimension des n-Qubit-
Raums ist offensichtlich

dim L, ({0, 1})"® = 2" (2.1.3)
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2.2 Der symmetrischen-Qubit-Raum

Nun wird - wieder fir H = L,({0,1}) - der symmetrische:-Qubit-RaumH7,

naher beschrieben. Dies geschieht i im allgemeinen Rahmen des symmetrischen Fock-
raums in der Darstellung'(H) = @n oHL%,. Dabei ist auch die Darstellung als

Ly(M) = @, L2(M,) entsprechend Abschnitt 1.3.3itzlich. Ziel des gesamten
jetzigen Abschnitts ist es, folgenden Satz zu beweisen:

Satz 2.2.1Ein vollstindiges OrthonormalsystemiiZ.({0,1})) ist gegeben durch

(81" mitd®:=1¢C

7=0...n

Zum Beweis dieses Satzes wird im Folgenden die isometrische Isomorphie beider
Darstellungen des symmetrischen Fockraums bewiesen und ausgenutzt.
Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 1.3.3 ist nun speziell:

o G:={0,1}

o M :=M({0,1}) := {¢|¢ ganzzahliges Mal3 ayDh, 1} },
M 3 ¢ = mgdy + m1d1 (mg, my € Np)

o My 3= (n—j)d+jo(n€Ny, j=0,..,n)
Somit gibt es: + 1 verschiedene Punktkonfigurationenlify,, |M,,| =n + 1

o M ="P(M)

Das Fockmal} der leeren Punktkonfiguration istir. las Fockmal3 einer einzelnen,
nichtleerenn-Punktkonfiguratiorp = md,+m44d; ergabe sich entsprechend (1.3.17)
(dabei wird das Maf} auf der diskreten Mengg0, 1} als ZahlmalR angenommen
(1.1.3)):

Fu(leD) = X (0) + 3 o o 1 ({})

1
=0+ - o 1 ()

= — 1 {[or, sl (21, ) = 0}
1 ml

= —— (——— ist die Anzahl unterschiedlichen-Tupel)
m! mglml! mo'ml‘

B 1
molmll

Der Faktor— dient im Fall eines diffusen MalR@gsdazu, das Fockmald zaymmetrise-
ren*: fur eine einfache- Punktkonfigurationp gibt esn! n-Tupel mitt,,([z1, ..., z,]) =
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¢, nicht jedoch @ir Mehrfach-Punktkonfigurationemy, oderm; # 0, 1). Da diese bei
diskretem Malf}. keine F,-Nullmengen varen,F, also nicht auf der Menge der einfa-
chen Konfigurationen konzentriertane, soll stattdessen hier das einfackialmhally
auf o verwendet werdeniif dasv({p}) = 1 gilt.! Jedoch ist

Ly(M, 9, F,) = Ly(M, M, v) (2.2.1)

Dieser Raum Ly (M, 9, v) wird nun vorausgesetzt und wieder abgedt als
Ls(M) geschrieben. Orthonormalbasen in seinen direkten Summandér),) sind
(%ﬂ)jzgmn, definiert durch

’Y;L(QO) ::5%’@ (p € M,) (2.2.2)
= dim Ly(M,) =n + 1 (2.2.3)

Lemma 2.2.2 Fir allen € Nist

U : Lo(M,) — Lo({0, 1});%1
Unh(€q, ..., €,) :== +h(256k) (€1, ..., € {0,1})
(Zk5k> k=1

ein unitrer Operator.

BEWEIS: U, ist surjektiv, denn die Elemente vdn ({0, 1})%%, sind die unter Permu-
tationen dek; ..., invarianten Funktionen. Dies trifft auch auf allec Ly (M,,) zu.
Da eine Funktior auf den Punktkonfigurationew',_, 6., € M, mit allen nbgli-
chen Werten des,, definiert ist, besteht eine bijektive Zuordnung zwisclhemnd f.

AulRerdem ist/,, offensichtlich linear.

1Eine Erweiterung von Def. 1.3.2 auf den diskreten Fall macht folgenden Sinn:

Fu(M):ZFu({SD}): Z F,(modo +m1d1)

mo,m1=0

o}

11 )
- 3 e
mo!m1!

mo,m1:0
= er{01h (s.1.3.18)

Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf [A£, 9t] kann definiert werden als

-1 -1
F, e

Qo)) = i oD =

e
’ITL()! m1!

Dieses entspricht einem Poisson’schen Punktprozess mit Irdtehsdie Belegung der Punkte O und 1
ist also unabéngig poissonverteilt.
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U ist Isometrie, denih € Ly(M,,):
|Unh|? =<Uh |Uyh>
= ) |Ubler, o 60)P

n n

:Z Z % |h(90?)]27 denn fJI’Zek = iStiéfk — 90}1-
= k=1

k=1

=<h|h>=|h|?
0

Satz 2.2.3Es existiert genau ein linearer Operatdr: Ly(M) — I'(Lo({0, 1})) mit
Uy = B3} (neNy, j=0,...,n), (2.2.4)

undU ist unitar.

BEWEIS: Lo(My) = Lo(¢°) = C = Ly({0,1})°® = Ly({0, 1})§§9m. Sei U, :

Lo(My) — Lo({0,1})*® definiert durchlUoh(1) = h(¢"); etwas verallgemeinert ge-

sagtist alsd/, = 1¢, d.h. der identische Operator &tf U,, sei wie in Lemma 2.2.2

gegeben.

DaL,(M) =&, ,L2(M,), kKanng € Ly(M) notiert werden als

9=> Xmg.  und
n=0

(. 9)(@) = gl () (9lm, € La(My), ¢ € M,)

Dann ist folgende Definition eines Operatdéfs: Ly(M) — I'(L2({0,1})) sinnvoll,
und dieser ist untr:

=0 (2.2.5)



=VneNyVj=0.n:
Urp = Z Ur(xa1,7}) = Uny daxu,y; = 0furk #n.
k=0

(2.2.4)isttirn = 0 erflllt: Uyy° = %=1 € C.
Weiter istvn € NV ey, ..., e,] € {0, 1}™

n

1
Unﬁyjﬂ(ela sy 6n) :—n ,.)/]n( Z 5€k)
(Zk ek) k=1
g Tt = e Tia =
0 sonst
1

— = Z 5[w1 ..... wn), [€15.-€n]

(j) wi,..,wn €{0,1}

22:1 wi=J

22:1 wip=J

:ﬁ;‘(el, ey €n)

Da eine lineare Abbildung zwischen Vektaamen durch ihre Werte auf einer Basis
eindeutig bestimmt ist, existiertdkhstens einl/ mit der geforderten Eigenschatft.
Insgesamt ist alst’ durch die Bedingung/~} = 3} eindeutig bestimmtO

BEWEIS VON SATZ 2.2.1: (ﬁ)}fﬁ?n ist ein vollséindiges Orthonormalsystem in
Lo(M). Durch den nach Satz 2.2.3 gegebenenauait Operator U wird dieses in eine
Orthonormalbasis iff (L2({0, 1})) abgebildet, und zwar it37)7<5°,. O

Aus Satz 2.2.1 ergeben sich unmittelbar zwei wichtige Folgerungen (s. Abschnitt

3.2):

e Folgerung 1 Die Dimension des symmetrischerQubit-Raums., ({0, 1})
istn + 1.

n®
sym

e Folgerung 2 Der fur eine ndgliche Anwendung des Teleportationsmodells in
der Genetik relevante symmetrische Teilraum Bgg0, 1}3) hat die Dimension
4 = 3+ 1 und ist daher isometrisch isomorph zw({0, 1}?), der die Dimension
22 besitzt.

2.3 Gruppenstrukturen auf 2 = {0, 1}"
Nun wird wieder der in Abschnitt 2.1 eingéirte Raum L,(Q2) mit Q@ =

{0,1}", k, j,m,r € Q vorausgesetzf) wird zu einer kommutativen Gruppe mit einer
Verknipfung®, die auf eine der folgenden Weisen definiert ist:
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1. ©Q; := {0, 1} mit einer komponentenweise definierten Vaigfung-+":

(Wi, ooy wn] +7 [€1, -, €0)

23.1
= [w1 + €,mod 2, ...,w, + €, mod 2] (wj, €5 € {0,1}) ( )

O =2 ZJ)27 x ... x 7/27 (n-faches Produkt) (2.3.2)

Mit e, := [0,...,0,1,0,...,0] (1 an derk-ten Stelle) sind Untergruppen vén
(auRerdem die von ihren Vereinigungen erzeugten Untergruppen):

H]i =< e >= {[O, ...,O],@k} (k =1, ,n) (233)

2. Die N = 2" Elemente vor), = {0,1}" werden entsprechend der Addition
mod N von Dualzahlen verkimpft. Die folgende Abbildung ist bijektiv:

d:{0,..,N -1} —{0,1}"
j — [di(j), .-, dn(J)]

n (2.3.4)
j = > d(j)2"F
k=1
Die Addition +,, auf(), ist dann definiert als
i, s on] 4 fer, s (2.3.5)

=d([d ™ ([wi, ..., wn)) + 7 ([er, .., €])] mOd N)

Die Gruppef), ist zyklisch von OrdnungV und wird vone,, = [0, ...,0, 1] er-
zeugt. Somit:
O X Z/2"Z (2.3.6)

AuRer fir £ = n sind die Untergruppef/;} von (), keine Untergruppen vofl,, jedoch
die von ihrem nichttrivialen Element erzeugten zyklischen Gruppen

H} =<e,> (k=1,..,n) (2.3.7)

e Bemerkung 1: H? C H? C ... C H? = (,. Dagegen sind di¢/} paarweise
disjunkt.

e Bemerkung 2: 2, dient der Modellierung einer einfachen; der einern-fach
wiederholten Teleportation.

2.4 Orthonormalbasen und parametrisierte Gruppen
unitarer Operatoren auf Ly (€2)

Der folgende Satz bietet die Grundlage zu einer Verallgemeinerung des in der Literatur
dargestellteh Teleportationsmodells.

2Zu dem Ansatz in [FOO01, 2.] s. S. 38. Vgl. auRerdem S. 34.
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Satz 2.4.1Es seien{2, ®) eine endliche abelsche Gruppe ufig,)..cq eine Ortho-
normalbasis inL.(£2). Dann existiert zu jederh € () genau ein linearer OperataV,
auf L,(2), so dassiir alle m €  gilt

UpYm = Ymok (2.4.1)

Die so definierten Operatoreli, sind uniér und bilden eine parametrisierte Gruppe
(Uk)rea = Q.

BEwEIs: Klar ist, dass durch diese Bedingungr falle £ € 2 eine Isometriel/;*
definiert wird. Diese ist durch ihre Werte auf,,,)..cq eindeutig bestimmt.

Durch das Produkt der Operatoren ist eine Gruppenstruktur auf der Méfhge
gegeben. Diese entspricht der Veilkfung® in Q:

Vk, j,m € Q: UgUsvm = UgYma;

= VY(maj)ok
= Yme(kaj) Kommutativiét von(Q2, @)

= Ul;k@j’Ym

Somit existiert ein Gruppenisomorphismgs Q — {U;} mit g(k) = U} (k € Q).
Dann giltVk € Q :

UrUL, = g(k)g(©k) = g(k © k) = g(0) = 1.

Daher istU}; ein Isomorphismus, folglich audl,, undU;; sowieU, sind unitre Ope-
ratoren?
Die definierende Bedingung kann dalkaguivalent umgeformt werden:

Ul:'Ym = Tmak
~ (Ul;k)ilvm = Tmok
<~ kaym = Tmok

EsistU; = Ugy. Genau wie im Fall vow/; giltfur allek, j € Q : UpU; = Uggj. O

Der Beweis gilt auchir abzhlbares?, da die Endlichkeit vor2 nicht berbtigt
wurde.

Der im letzten Beweises eingéfrte Isomorphismus ist gleichzeitig ein Homo-
morphismus von der endlichen GrupfienachG L(L,(f2)), wobei Ly (2) einfach als
Vektorraum aufgefasst wird. Somit igteine Darstellung voif2 auf L,(€2). Genauer
handelt es sich um eine Permutationsdarstellung.avit Q, S := {y.,|m € Q},
Korper FF := C, FS = Ly(Q2) und einer Operation (von recht$) x Q@ — S,
(Ym, 0) — Ym0 = Ymao €Ntspricht diese Struktur folgender Definition [Dad71, 2.6]:
.Let G act as permutations of a finite s&t with anyos € G taking eachs € S into
so € S. Form the finite-dimensional vector spaE& havingS as a basis. Then any
o € G determines a unique linear transformati®gn(o) of 'S satisfying

sRg(o) = so, foralls e S.“

3Dies gilt schon, weilU; entsprechend (2.4.1) die Basiselemente permutiert. Operatoren, die ein
vollstandiges Orthonormalsystem auf ein anderes abbilden, sind jedo&h unit
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Da L,(©2) = CQ (22 selbst also Basis ist), kann marauch als regére Darstellung
auffassen, inde$ = Q undso = s@ o (s, 0 € §2). Da allerdings unterschiedliche Or-
thonormalbasen i, (£2) von Bedeutung sind, scheint diese Sichtweise von geringerer
Bedeutung zu sein.

Die Darstellungtheorie dient hauptshlich dazu, Strukturen von Gruppen aufzu-
klaren. Hier geht es jedoch umgekehrt darum, die gleiche Gruppenstruktur auf eine
Basis von und unitre Operatoren auf,(£2) zu Ubertragen. Dennoch kann dieser An-
satz vielleicht fitzlich zu einer Erweiterung des Teleportationsmodells sein.

In den rachsten &tzen werden wichtigedfle beschrieben, in denen das Zusam-
menspiel von unéren Operatoren und Orthonormalsystemen entsprechend Satz 2.4.1
zum Tragen kommt.

Korollar 2.4.2 Gegeben sei die abelsche Grugpe= {0, 1}" mit einer Addition®,
(A,)meq die Einheitsbasis in.,(€2). Dann ist zu jedent € ) genau ein unérer
OperatorUj, auf L,(Q2) definiert, so dasdif alle m € Q gilt

U]::Am — Am@k‘
Furalle f € Lo(2) undj € Q ist
Urf(3) = f(G @ k)

BEWEIS: Die erste Aussage des Korollars ist eine unmittelbare Konsequenz aus Satz
2.4.1. Weiter gilt@ir allej, &k, m € Q:

UrAm (]) = Amek (])

= Omok,j

= Om, 0k
= Am(] ® k)

Fur f € Ly(Q) istdaherU, f(j) = f(j @ k). O

Sind zwei Gruppef; undQ2, mit Additionen+" bzw.+,, wie in Abschnitt 2.3 ge-
geben, so et man zwei unterschiedliche parametrisierte GrupperatsntOperato-
ren(Uy)req Und(U))req- Sie permutieren die Basiselemente auf unterschiedliche Wei-
se. Anders gesagt: Die Darstellung van bzw. 2, auf GL(L2(21)) = GL(L2(922))
entspricht der Darstellung verschiedener (nicht disjunkteglementiger Teilmengen
der Permutationsgrupe:.

Satz 2.4.3SeiN € N,  := {0,..., N — 1} mit Additionmod N. Eine Orthonormal-
basis inL,(£2) ist dann gegeben durd,, ),,cq mit

boli) = esp (Srmi) (€9

Weiter sei eine parametrisierte Gruppe von Multiplikationsoperato@py, )xcq auf
L, (©2) definiert durch

Oy bm(4) = VNbib(§)  (k,m, j € Q)
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Dann ist soifir alle £ € Q) der nach Satz 2.4.1 eindeutig bestimmte amsitOperator
O, 9egeben mit der Eigenschaft

Of/ﬁbkbm = bm+kmodN (m € Q)

BEWEIS: Die Vektorenb,, bilden ein Orthonormalsystem, derir tllek, m € € gilt:

1 21 . 271
<belbo> =3 e (ki) exp ()
N-1 .
— 2 %exp ( — %k‘j) exp (%my)
N-1 .
1 271 .
= ‘ Nexp (W(m — k:)j)
7=0
= 5km7

1 .
<bk|bm>_ﬁzq]:

dagq eine N-te Einheitswurzel ist.

Da|{b, : m € Q} = dim Ly(Q), ist (by,)meq Vollstandig. Somit ist(b,,)meq
Orthonormalbasis if.(£2).

Esistiurallek,m,j € Q

Oy, bm(7) = VN ()

1 2 2 .
= \/_N exp (%k]) exp (%ij)

1 27

= e (G

= bm+k mod N (])

(k +mmod N)j)

Die zu beweisende Eigenschaft aus Satz 2.4.1 ist alddlterdind daher sind die

Operatorer@;mk unitar. O

Bemerkung 2.4.4 In Qubit-Raumen gilt Satz 2.4.3 in folgender Abwandlung: Seien
nach Abschnitt 2.3.2. die Gruppge = {0, 1}" mit Addition+,, definiert sowie eine
Abbildungd : {0,..,N — 1} — {0,1}" mit N = 2™. Eine Orthonormalbasis in
L,(2) sowie der entsprechende wamg OperatorO, , sind dann gegeben durch

bli) = e (S i G) (. € Q).



BEWEIS: d ist ein Isomorphismus

Satz 2.4.5Seien) := {0, 1}" mit Addition+", € = [ey, ..., €,], k = [K1, ..., kn), m =
[wi,...,w,] € Q, sowieN := 2. by, b; seien entsprechend Satz 2.4.3 definiert als
Basiselemente vab,({0,1}) :

bo(j) = —=, bi(j) = —=(-1) (j € {0,1})

Eine Orthonormalbasis ith,(2) ist dann gegeben durd,y, ),meq Mit

b :_é)bwj, d.h.
j=1

o (€) :\/LN(_1)E?1% (c € Q).

Weiter sei eine parametrisierte Gruppe von MuItipIikationsoperatc()é\pmk)keg auf
Q2 definiert durch

O3, b (€) := VNDb(e)  (k,m,e € Q)

Dannist so@ir alle k € 2 der nach Satz 2.4.1 eindeutig bestimmteamitOperator
O /w, 9egeben mit der Eigenschaft

O bm = b (m € Q).

BEWEIS: (l;m)meg ist Orthonormalbasis i, ({0,1}") = Q. _, L»({0,1}),,, da
durch das Tensorprodukt der Orthonormalbaseh,if{0, 1}),,, ein vollséndiges Or-
thonormalsystem i) _, L»({0,1}),, gegeben ist.

Weiter ist Ur allee, k, m € Q erfullt:

yx 7 1 K€ T wke
O s, bm(€) = —/N(—l)zFl 169 (1) e ke
1 n
— (1) Zi=(Ritws)e
\/W( )
1 " (kj+w;j mod2)e,; *
oS ()
= Bm—&-”k(e)

Kj+wj=kK; +wjmod2 fallsk; +w; =0oderl
(*) gilt, da ¢ (—1)+es = (—1)%9 =
<—1)0 = <—1)(K'7+w-7 mod 2)e; fa||S /ij + wj = 2.

Somit ist die Bedingung aus Satz 2.4.1iditf 5:‘/kal~)m = bypypnp. O
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2.5 \erschrankte Zustande

Definition 2.5.1 Gegeben seief = {0, 1}" sowie eine Orthonormalbasis,)mcq
in Ly (€2). Ein Operator./, ist dann wie folgt definiert:

T, Lo(9) — La(Q) @ Lo ()
Jyf(m,r) = f(m)ym(r)  (m,r €Q, f € Ly(Q))

Satz 2.5.2Der Operator./, ist eine Isometrie, d.h. eristlinear und., f|| = || f|| (f €
La(2).

BEWEIS: J, istlinear, denniir \, ui, k,m,r € Q, f,g € Lyo(€2) ist

Jy(Af 4 pg)(m, 1) = (Af(m) + pg(m))ym(r)
= Af(m)¥m(r) + pg(m)ym(r)
= A, f(m,r)+ pJyg(m,r)

AuBmﬂen]@NthHz=L/i/:ﬂﬂwvmwiﬂﬁﬂvaﬁdu%ﬂur)
= 3 S T ) ()

meQ ref)
> ( m) S 3l
mes) reQ)
= > Fm)fm)l|ml?
mes)
= |13, da alley,, Basiselemente sind.

Also ist.J, eine Isometrie.0

Wesentlich @ir den physikalischen Vorgang der Teleportation sredschrankte
Zustande (,entangled states*). Siedbknen mathematisch aus einem Zustanduf
L,(€2) mittels der Isometrier!, und.J; abgeleitet werden:

ey(0) = JyoJ] (2.5.1)

Zu einem reinen Zustand = | f >< f| auf Ly(Q?) ist nach Lemma 1.1.6 der ver-
schiankte Zustand aul,(Q2) ® Lo(€2):

e, (0) = |, f >< J,f]. (2.5.2)

Beispiel: Sei (A,,)mcq die orthonormale Standardbasisiip(€2), und ein reiner
Zustand sei gegeben durch

[e]] 12 12|
\/W Z \/W Z \/W Z Ay ><

(Letzteres ist eine altkzende Schreibweise eines Projektors.) Dieser Zustand ent-
spricht einer diskreten Gleichverteilung der Eigenwerte eines passenden Operators:
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Die Fourierkoeffizienten,, des Zustandsvektors— 19 1Ay, sind —L_ fur alle
S 2o N

m. Daher ist d|e Wahrscheinlichkeit, einen Ay, getbrenden Eigenwert zu messen,
jewells]cm]2 IQ o enthalt somit keine konkrete Information. lst mit der gleichen
Orthonormalbasis konstruiert, hegich dero gegeben ist, so ergibt sich folgender ele-
mentarer Fall (s. auch 2.6.3):

€2

()—|\/_2Am®A >< (2.5.3)

2.6 Orthonormalbasen inLy(2) ® L2 (€2)

Satz 2.6.1Es seief2 = {0, 1}", (Vm)mea, (Tm)mea Orthonormalbasen i, (£2) und
(Ur)keq €ine parametrisierte Gruppe uaier Operatoren aufL,(€2), die bexiglich
(7m)mea Bedingung 2.4.1 aus Satz 2.4.1 ggh Es sei

gkl = (]l ®U1>ny7’k, dh
E(m, 1) =716(Mm) Ymei (1) (k,l,m,r € Q).
Dann ist(&x)k eq Orthonormalbasis iy (Q) @ La(S2).
BEWEIS: Da Ly () ® La(2) = Ly(2 x ), ist

<&ij | &> = /Q/inj(m> ) & (mr) d/f(m,r)

= Z ngkl(mvr)

meQ reQ)

= Z Z 7-1 ’Ymej (m)’ymel(r)

meN reQ)

— Z (WTk(m) Z%@j(ﬂ%@l(”)

me reQ)

=Y (Wﬂc(m) <Ymej | Ymer >>

me
= Z WTk m (51
me
=01 <T; | T >
= 00y
Also ist (£41)kiecq €in Orthonormalsystem. Da ¢Q[* = dim Ly(Q2 x ) Elemente
enthalt, ist es vollsandig. O

Korollar 2.6.2 Gegeben seiefl = {0,1}" sowie 2 Paare von Orthonormalbasen
und parametrisierten Gruppen uéier Operatoren inL,({2), die Bedingung 2.4.1 aus
Satz 2.4.1 gaigen: (Vm)meq, (Uk)keq SOWI€(Tim)mea, (Vi)rea. Furalle k1 € Q sei
definiert (O bezeichne das neutrale Elemeri)n

§kl = (Vk X UZ)JV7_0~
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Dann ist(&) ke Orthonormalbasis inls (Q2) @ Lo ().

BEWEIS. (Tom)meq ISt Orthonormalbasis i, (€2), da gegeiiber (7,,)meq nur die
Basiselemente umindiziert sind. M, = (1 ® U;)J, 7oy, ist nach Satz 2.6.0¢}, ) x.ic
Orthonormalbasis i, (2) ® Ly(€2). Dann ist in diesem Raum audhy; )i cq €in
vollstandiges Orthonormalsystem, denn

Yk, lm,r € Q: gym,r) = Tor(m)yme(r)
= (Vero(m)) (Urym(r))
= (Vi @ Uy))Jymo(m, 1)
= &(m,r). O

Beispiet In 2 = {0, 1} sind Basiselemente:
&k = (O, @ Ui)Jabo (k,1€{0,1}) (2.6.1)

O/, » U und{by, by } sind dabei wie in Abschnitt 2.4 gegeberiirkn, r € {0,1} ist
also z.B.

§oo(m, 1) = (O, @ Uo)Jabo(m, )

- JAbO(mJT)
= bo(m)An,(r)
_ \/Li furm =r,
0 sonst
_ %(AO ® Ao+ AL ® Ay)(m,7)

Geht es speziell um Spif-Partikel, so schreibt man oft, als| 1 >, A als| | >.
Legt man diese Basis in jedem der beiden 1-PartikelReL, ({0, 1}) zugrunde, in-
diziert entsprechend und notiert das Tensorprodukt wie in (2.1.2), §dt enan mit
Rechnungen wiellr £y, die ,,Bell-Basis* der ersten Formulierung eines Teleportati-
onsmodells [BB 93, 1896]:

o = %(y | Ta> 4+ | 11i>] L)
1
o1 = —=(| T1>| Loa>+ | Li>] T2>)
\{5 (2.6.2)
E10 = E(’ T1>| To> — | l1>\ l2>)
= %(y > o> — | 1> 12>)

[BBT93, 1896a, 1897b]&;; >< &1| ist gleichzeitig der,klassische* Fall eines
verschankten Spin-Zustands; er wird EPR-Singulett-Zustand genannt. Ebenfalls sind
»-maximal* verschankt und erfillen die gleiche Funktion in Teleportationsmodellen
alle Zustandsvektoren, die aus dem Singulett-Zustand durch zware@perationen
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jeweils auf einem der beiden 1-Partikefiime ableitbar sind. Siéknen in folgender
Form notiert werden:

1
E(’yo ® 1o+ 7 ®T1), (2.6.3)

WObE€I (V) mef0,13 UNA (71 ) mego,13 Orthonormalbasen in, ({0, 1}) sind. Diese Form
haben auch der Zustandsvektor des elementaren Beisjpi&mén versclamkten Zu-
stand (2.5.3) sowie - ifi;(R) - die Zustandsvektoren (0.0.1) und (0.0.2) aus [EPR35].
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Kapitel 3

Ein verallgemeinertes
Teleportationsmodell

3.1 Ein Modell fir das Quantenphanomen Tele-
portation

[FOO01, 230f.] Es werden alle Bezeichnungen aus dem letzten Kajneghommen.
Mit N = n? ist zurachst einV3—dimensionaler Hilbertraum

H=H; @ Hs @ Hs, Hi = Hs = Hs = Ly({0,1}")

gegeben. Eine Beobachterin Alice kann Zunste aufH{; und H, manipulieren, Bob
auf Hs, d.h. sie kbnnen Mess- oder ui@ite Operatoren darauf anwenden; Alice kann
aul3erdem Teilchen in einem bestimmten Zustaherstellen (genauer gesaghfen
sie natirlich die so mathematisch beschriebenen Aktionen aus). Grundlegeddf
Teleportation ist ein verscankter Zustana, (o) = J,oJ entsprechend (2.5.1) auf
Ho @ Hs.

Will Alice den Zustandp auf H; zu Bobubertragen, ihrt sie aufH; ® H, eine
Messung aus geafd

N
Fi= Y ZumFum  (Zam €R, Fum = |&um >< &uml ) (3.1.1)
n,m=1

Die Eigenwertez,,, seien paarweise verschieden. Dann bilden die Projektoren
(Fum)h m—1 €inen,vollstandigen Satz veiiglicher Observabler [Fic68, 3{], d.h.
durch die Messung entsprechefdwird der Zustand auf{; ® H, vollstandig be-
stimmt. Neben der Definition des versahkten Zustands, (o) ist diejenige der Pro-
jektorenF;,,,, das wichtigste Mittel, um das Modell an unterschiedliche Fragestellun-
gen anzupassen. Dafwird eine Orthonormalbasis i, ® H, entsprechend Satz 2.6.1
bzw. Korollar 2.6.2 ausgeahlt.

Alice’s Messung bedeuteiif das gesamte System, das sich im Zustagice., (o)
auf H befindet, eine Messung entsprechenc 1. Genaf? dem von Neumannschen
Messpostulat nimmt das System nach der Messung eines Eigenygdsn Zustand

an:
123 (an®]l)p®€7(a) (Fom ® 1)

- 3.1.2
rm = 193 (Fom @ 1) p © €(07) (Fm ® 1) (3.1.2)
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Durch Alice’s Messung (ir die sie den gleichen Typ vgbeam splitter* benutzen
kann wie zur Erzeugung des versghkten Zustands audfl, ® H3) wird eine weite-
re Verschankung hergestellt, nun zwischerunde. (o) (im Fall eines EPR-Paars s.
[BB+93, 1896b]). Gleichzeitig wird der - i.A. keine Information enthaltende - Zustand
aufHs zu

Anm(p) = tr1a pr,

tr123<an ® ]1) PR eA{(O') (an & 1)
Denn interessiert man sichifden Erwartungswereiner Messung des durgty??

beschriebenen Systems entsprechend einem selbstadjungierten Qpewstas;, d.h.
dem Operatoll ® 1 ® A auf’H, so gilt

= tr12

= tr3(Aum(p)4) (3.1.4)
= EAnm(p) (A)7

wegen folgendem

Satz 3.1.1 Gegeben seien ein endlichdimensionaler Hilbertratim= H' ® H” und
ein lineares, positives und normiertes Funktionahuf £(H). Dann existiert genau
ein positiver Operatop mittr p = 1 auf H”, so dass gilt:

w1 ®A)=tr(pA)  (Ae L(H")

BEweIs: Daw nur von A abhangt, kann es als Funktional’ auf £(H") aufgefasst
werden. Lineardt, Positiviat und Normierung sind dann offensichtlich ebenfalls
gegebenw” ist also ein Zustand aut(H") entsprechend Definition 1.2.1. Dieser ist
fur endlichdimensionale Hilbedume immer normal. Nach (1.2.2) impliziert dies
gerade die Behauptungl

In unserem Fall sin@{’ gegeben durcti; ® H,, H" durch’3, w durch £, 1
durchl ® 1 undp durchtrys pi23.

Satz 3.1.1 giltauch in unendlichdimensionalen separablen Hi¢hanen, @ir einen
normalen Zustand und einen Spuroperatgr Da die Normali&t vonw aquivalent
zur o-schwachen Stetigkeit ist [BR87, Theorem 2.4.21], ist dann im Wesentlichen nur
nachzuweisen, dass die Stetigkeit sich voaufw” Ubertagt.

In [AO99, 36] wird einKanal als eine bestimmte Abbildung zwischen den konve-
xen Mengen der Zughde (nach Definition 1.2.1 als Funktional betrachtet) auf zwei
C*-Algebren definiert; der Begriff kann auch auf allgemeirnklgebren erweitert wer-

den. Kardle spielen eine wichtige Rolle in einem sehr weiten - in der klassischen wie

IPhysikalisch - im Fall von Bosonen - etwa ein halbduassiger Spiegel. In [Deu01, 51 u. 58] wird
ein wichtiger Fall eines verscankten Zustands beschrieben: ein Paar niederenergetischer, gleichfre-
guenter Photonen, das in einem “nichtlinearen Kristall* aus ein@metenergetischen Photon entstehen
kann. Zum mathematischen Ausdruck des beam splitting s. [FOO01, 231f. u. 235] sowie [FFL98] und
[AOC99] (allgemeiner Ansatz zur Beschreibung von optischer Kommunikation und Quantenmessungen).
2Es sei an die Entsprechung der Definitionen eines Zustands als Spuroperator und als Funktional
erinnert - s. S. 16.
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der Quantenphysik anwendbaren - Ansatz zur Beschreibung des Messprozesses wie
der Signalibertragung. Eine solche ist auch Teleportation, tipg(p) ist ein Kanal
von der Menge der Input-Ziuatde (nun wieder als positive Operatoren mit Spur 1 auf-
gefasst) auft; in die Menge der Output-Zushde aufH;. (3.1.3) bzw. (3.1.4) stellen
aul3erdem eine Analogie zur Randverteilung in der klassischen Stochastik dar.

Eine idealtypischeperfekte Teleportation beziglich einer bestimmten Klasse
von Zustnderp aufH; liegt vor, wenn folgende Bedingungen it sind:

(E1) RHIr jedes Paan, m existiert ein uniérer Operator,,,,, : H; — Hs, S0 dass

(E2) Rur die Wahrscheinlichkeitep,,,,(p) der Messwerte;,,,,,, also den Nenner in
(3.1.2), qilt:

anm<p) =1 (p € S)

(E1) bedeutet, dass der Zustand im Bereich Bob&w@guivalent zu Alice’s ursfimng-
lichem Zustang ist, also in einer einfachen, reversiblen Transformation vorliegt. Teilt
Alice Bob ihr Messergebis mit, so kann Bob den entsprechejui@taren Schiissel*
Unm AU A, (p) @anwendenv?, A, (p) vnm = p. Im einfachen Fall eines teleportier-
ten Spinzustands bedeutet dies eine Rotation des Spin um-gig— oderz—Achse
oder die identische Transformation. (E2) besagt, dass Bob den richtigarsSalhhit
Sicherheit findet. Damit ist die Teleportation vollendet.

Eine solche perfekte Teleportation wird in [FOO01, 2.] beschrielieriragen auf
koharente Zustndé€ von Bosonen-Systemen). Dort sind zugrunde gelglich in
[FFOO01]:

1. Q:={0,1,...,N — 1}, ® := +,, (Addition mod N)
2. OrthonormalbasiA,, )..cq entsprechend Korollar 2.4.2

3. Orthonormalbasigb,,)ncqo Mit b,,(j) = \ﬁeXp(mmJ) entsprechend Satz
2.4.3

= >< \ﬁ] Der verschainkte Zustand ist dann (s. (2.5.2)

GA(O') = |JAb() >< JAb0| = |€00 > foo|

5 Uxf(j) = f(j ® k) -s.Korollar 2.4.2

3Hier sei nur ihre mathematische Definition [FO01, Definition 1.2] im symmetrischen Fockraum
M = Ly(M,9, F,,) angegeben (Bezeichnungen wie in Abschnitt 1.3.3): Zu einer gegebenen Funktion
g : G — Cist der Exponentialvektarxp(g) : M — C definiert durch

1 furp =0,
H:cGG,cp({x})>Og(x) sonst

exp(g)(p) = {

Es gilt: exp(g) € M < g € La(G). In diesem Fall wird der Projektdrexp(g) >< exp(g)| auf den
normierten Vektor exp(g) > = e~ 21191 exp(g) koharenter Zustand zy genannt. Die lineare tle
der Exponentialvektoren ist dicht i.
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6. Orthonormalbasis ifit; ® Hy nach Korollar 2.6.2(&y; )k icq Mit
& = (Oyz, @ Up)Jabo
Damit ergibt sich [FOO1, Theorem 2.2.]:
Aom(p) = UmOf/mnp N (3.1.5)

3.2 Teleportation und Genexpression

Zum Schluss soll darauf hingewiesen werden, an welchen Stellen im Modelrdief
Genetik typischen Zahlen auftretedrinen. Zugrunde gelegt witd = H; ® Ho @ H3

mit H; = Hy = Hs = Lg({o,l})3®, also das dreifache Tensorprodukt des 3-
Qubit-Raums. Entsprechend Folgerung 1 aus Satz 2.2.1 hat der symmetrische Raum
Ly ({0, 1})§’y®m die Dimensionn. = 4, entsprechend der Anzahl von Buchstaben des
genetischen Code. &It mank = 3 Elemente aus einem voléstdigen Orthonor-
malsystem in diesem Raum aus, mit Wiederholung und ohnacRBeichtigung der

Reihenfolge, so ist die Anzahl der Kombinationen 20, nach der Formel

Oy = (n +Z N 1) (3.2.1)

Auf diese Weise &nnen 2 Klassen von je 20 Zastden aufl,({0,1})3%, C H; de-
finiert werden - der Output in einem Schritt des Prozesses der Genexpression ist eine
von 20 Amino&uren. Vorausgesetzt wird also, dass7eihur symmetrische Zuahde
von Bedeutung sind. Jedenfalls steht nur die Algebra der (Mess-)Operatoren auf dem
symmetrischen Teilraum zur Véigung?

Mit der Orthonormalbasiﬁﬁj)jzo.,,g entsprechend Satz 2.2.1 ist eine Klasse von

reinen Zusinden aufs:

S = « 315=0,..., 3.2.2
{n§;;1ku§: ol e Fliz0n} @22

Da diese Zusitnde durch die Auswahl dreier beliebiger aus der 4-elementigen Or-
thonormalbasisﬁf)jzomg eindeutig bestimmt sind und in deren Linearkombination die
Reihenfolge keine Rolle spielt isf; | = “C3 = 20.

Durch den FaktorIIZ P wird die Norm jedes Vektors und damit die Spur
k=1¢%

des entsprechenden Projektors 1; es sind alsadialish Zusande definiert. Wegen
der Orthogonaldt der Basiselemente berechnet sich der Normierungsfaktor wie folgt
U,k 1e{1,2,3}):

o |S°0_ ax||? | Faktor| Anzahl Zusénde
(3) =4

() () =12
(1) =4

4Werden zukinftige Fortschritte der Genetjfeinere* Messungen iiglich machen und so Impulse
zu einer Entwicklung des Modells geben?

verschieden 370 [loy?
2 gleich | [|2a,]% + || a|?
3 gleich 1312

e S S
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Eine weitere Klasse von im Allgemeinen gemischten Zodéen ist

1< .
Sy = {5 S ok >< ayl [ € {85 =0, ...,3}} (3.2.3)
k=1

Gegetiiber der korenten Superposition von Zasden im 1. Fall sind hier Zustde
durch klassische Wahrscheinlichkeiten gleich gewichtet. Ist jedgck o, = as,
so liegt ein reiner Zustanf3; >< 2| € S; N S, vor. Offensichtlich gilt wieder
|S2| = 20, und es gibt je 4 Zuande mit gleichen bzw. paarweise verschiedemgn
sowie 12 mit genau 2 gleicher),.

Die Zahl 64 (unterschiedliche Triplets des genetischen Code) ist die Dimension
von'H; ® H, und daher die Anzahl der eindimensionalen Messoperatgygrsowie
der Karale A,,,,,.

Schlie3lich kann man auch 20 verschiedene Inputahds#p annehmen, von der
gleichen Klasse wie die Output-Zaside. Im hier eduterten Modell ist jeder Kanal
unitar und damit eine bijektive Abbildung. Das Muster der Zuordnung: Teilmengen
von Messoperatoren / Katen - Output-Zustnde wird also in Ab&ngigkeit vonp
permutiert. (Dass es sich dabei gerade um die @flichen zyklischen Permutationen
der Output-Zusinde handelt, ist wohl eine zu gro3e Eiréatkung des Modells). So
kann die Hypothese aufgestellt werden, dass die Produktion von Aauirerswieder
durch die Auswahl einer von 20 Amingégren beeinflusst wird (oder einem Objekt,
das ebenfalls durch € S; bzw. p € S, beschrieben werden kann).

Neben einer mathematischen Weiterentwicklung des vorgestellten Ansatzstem
etwa experimenteliberpiift werden, wie ein Input-Zustand realisiert ist - vielleicht als
Aminosaure, die an das den genetischen Code lesende Ribosom gekoppeitriat? K
ten die angeschnittenen Fragen - nachdem mathematische Methoden iémkenest
Eingang in die Biologie finden - ein weiteres Gebiet der Zusammenarbeit von Mathe-
matikern und Biologen darstellen?
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NACHBEMERKUNG: Nicht behauptet wird die sehr spekulative, jedoch besonders
spannende These, das physikalischarféimen Teleportation habe einen Einfluss auf
genetische Prozesse. Jedoch halte ich am zugrunde liegenden &eksehrZustand
die Idee eines Zusammenhangslhemerkenswert, déber die durch Partikel vermit-
telten Wechselwirkungen (starke und schwache Kernkraft, Elektromagnetismus und
Gravitation) hinausgeht. Zwei versémkte Teilchen sind mehr als die Summe zwei-
er einzelner. Hier gibt es eine ke zum systemischen, ganzheitlichen Denken, das
neben dem analytischen besonders in Biologie, Medizin wie auch in Geistes- und Ge-
sellschaftswissenschaften von Bedeutung ist.

» EIn Ganzes hat Teile oder Komponenten, denen ddmEnes ei-

ne gewisse Sell@tdigkeit bewahren muf3, sonst ist es kein Ganzes,
sondern eine Summe. Seine Konfigurationdgicht Spielraum, in
welchem Komponenten sei es ausfallénren oder ersetzbar sind.
Fur die AufkBrung der fir einen derartigen Spielraum maf3gebenden
Bindekiafte wird der Quantenbiologie besondere Bedeutung zukom-
men... Gelingt es, in das Zusammenspiel der spezifischen Birfiigekr
des Plasmas weiter einzudringen, auf denen die Reguladioigsf

keit, d.h. die Suprematie des Ganzdper seine Teile, beruht, so
kommt ein Weg in Sicht, der nicht etwa zum Sieg des Mechanismus
Uber die Teleologie - ihr heuristischer Wert bleibt in jedem Fall auch
dann gesichert -, sondern zur Aufhebung beider aneinariget.f

Hat sich einmal ein System gebildet, so sind ihm Eigenschaften zu-
gefallen, welche seine Position @adern. Diese V@mderung be-
steht, unbeschadet ihrer physikalischen und chemischen Natur, in ei-
nem Zuwachs an Positionadif, d.h. einer immateriellen Dimension,
die wir im Blick haben, wenn wir einemdiper Leben zusprechen.”
[Ple76, 92 u. 99]

SUnter Positionalit wird das MaR verstanden, in dem sich ein Lebewesen als Einheit von der Um-
welt abgrenzt (und dabei im Austausch mit ihr steht). Der Mensch besitzt "exzentrische Positfgnalit
er kann aus seinem Zentrum heraustreten, sich selbst reflektieren, hat Bewusstsein.
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